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π2

6
/∈ Qの連分数展開

▶ R. Apéry による ζ(3) /∈ Qの連分数展開
▶ Ford circle by GeoGebraによる連分数の表示
▶ ζ(5) /∈ Q???（未解決）の連分数展開



連分数の概要
連分数を用いて無理数を有理数で近似しよう．
定義 [n次近似分数]
ω ∈ R \Qとする．a0 = ⌊ω⌋ ∈ Z, 0 < a1, a2, · · · , an−1 ∈ Zに対し

ω = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

an−1 +
1

ωn

と表される．この式を ωの連分数展開と言う．連分数展開を an で止め
て得られる有理数を pn

qn
:= [a0, a1, · · · , an−1, an] ∈ Q (pn, qn ∈ Z,

gcd(pn, qn) = 1)と書き，n次近似分数，各 ak を部分商という．
pn
qn

=
anpn−1 + pn−2

anqn−1 + qn−2
及び pn−1qn − qn−1pn = (−1)n が成立する．



Dirichletの定理

Dirichletの定理
ω ∈ R \Qとする．このとき∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2

を満たす p

q
∈ Q (p, q ∈ Z, q > 0, gcd(p, q) = 1)は無限個存在する.

つまり，無理数は有理数でよく近似できる．以下 Qを代数的数 (有理数
係数一変数多項式の根)全体のなす体とする．
Rothの定理
ω ∈ Q \Q即ち代数的無理数とする．任意の ε > 0に対して∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2+ε

を満たす p

q
∈ Q (p, q ∈ Z, q > 0, gcd(p, q) = 1)は有限個に限る.



Legendreの定理

連分数展開を途中で止めた近似分数は，ωをよく近似する．
Legendreの定理
ω ∈ R \Q，p, qを互いに素な整数（q > 0），さらに，∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2

であるとする．このとき，p

q
は必ず ωの近似分数になる．

Vahlenの定理
ω ∈ R \Qに対して pn−1

qn−1
,
pn
qn
を連続した ωの近似分数とすると

２個の近似分数の xうちの一方は必ず下記を満たす：∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2



部分商

K (ω) = sup
n≥1

an とおく．
K (ω) < ∞のとき，部分商が有界であるといい
K (ω) = ∞のとき部分商が非有界という．
例えば，部分商が周期的ならば，有界である．
事実
ωの部分商は周期的⇐⇒ ωは 2次無理数 (Q係数 2次方程式の根）
Conjecture
3次以上の実代数的無理数の部分商 an は必ず非有界であろう

（3次以上の代数的無理数である実数で，部分商が非有界な例はまだ知
られていません．一方，部分商が有界な超越数の例は知られています）．



Criterion

無理数の判定条件
次の条件は全て同値．
▶ θ /∈ Q.

▶ ∀ε > 0に対し p

q
∈ Qが存在して

0 <

∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ < ε

q
が成立．

▶ 不等式

0 <

∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2

を満たす無限個の p

q
∈ Qが存在する．



Ford Circle

定義 [Ford Circle]
p ∈ Zと 0 < q ∈ Zは互いに素であるとする．
平面において中心

(
p

q
,

1

2q2

)
，半径 1

2q2

の円を Fordの円と言い，C

(
p

q

)
で表す．

▶ 中心の y座標の値と
半径の長さが等しい
ので，Fordの円と
x軸は接する．



Ford Circle by GeoGebra

▶ ωの連分数展開の近似分数列に対応する Fordの円を並べる．
▶ 2円 C ( pq )と C( rs )が外接⇐⇒ ps − qr = ±1.

▶ 近似分数 pn−1

qn−1
,
pn
qn
は pn−1qn − qn−1pn = (−1)n を満たすので

n − 1次と n次の近似分数の Fordの円は外接．



ζ(2)の連分数展開

Riemann zeta 関数 ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
を考える (s > 1).

Table: ζ(2)の近似分数表
n pn qn

pn
qn

0 1 1 1
1 2 1 2
2 3 2 3

2

3 5 3 5
3

4 23 14 23
14

5 51 31 51
31

6 227 138 227
138

7 1640 997 1640
997

8 1867 1135 1867
1135

9 9108 5537 9108
5537



ζ(2)の Irregular連分数展開

Irregular連分数 (分子が 1とは限らないもの)で展開すると

ζ(2) =
5

3 +
14

P(1) +
24

. . .

P(n) +
n4

. . .

ただし P(n) = 11n2 + 11n + 3.
この多項式は連分数の関数版である Hermite-Padé 近似と呼ばれるもの
によって求められる．



ζ(2)の連分数 by Ford Circle



ζ(3)の連分数展開

Table: ζ(3)の近似分数表
n pn qn

pn
qn

0 1 1 1
1 5 4 5

4

2 6 5 6
5

3 113 94 113
94

4 119 99 119
99

5 232 193 232
193

6 351 292 351
292

7 1636 1361 1636
1361

8 1987 1653 1987
1653

9 19519 16238 19519
16238



ζ(3)の Irregular連分数展開

Irregular連分数 (分子が 1とは限らないもの)で展開すると

ζ(3) =
6

5 +
− 16

Q(1) +
− 26

. . .

Q(n) +
− n6

. . .

ただし Q(n) = (2n + 1)(17n2 + 17n + 5).
この多項式は連分数の関数版である Hermite-Padé 近似と呼ばれるもの
によって求められる．



ζ(3)の連分数 by Ford Circle



ζ(5)の連分数展開

Table: ζ(5)の近似分数表
n pn qn

pn
qn

0 1 1 1
1 28 27 28

27

2 337 325 337
325

3 365 352 365
352

4 702 677 702
677

5 10895 10507 10895
10507

6 11597 11184 11597
11184

7 68880 66427 68880
66427

8 80477 77611 80477
77611

9 229834 221649 229834
221649



ζ(5)の連分数 by Ford Circle

qn が大きく半径は急に小さくなる　　
（円が見えない） ↑



ζ(5)の連分数 by Zoomed Ford Circle

ここに次の円 ↑



ζ関数の書き換え
▶ ζ(3) =

∞∑
n=1

1

n3
のかわりに，交代級数 ζ(3) =

5

2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n3 ·
(
2n

n

)
を採用すると速く収束し，無理数性の証明に有用 (R. Apéry).

▶ ちなみに ζ(2) = 3
∞∑
n=1

1

n2 ·
(
2n

n

) .

▶ ζ(5)について，例えば n ∈ N, s ∈ 2N+ 1に対し

Rn(t) :=
26nn!s−5

∏6n
j=0(t − n + 1

2 j)∏n
j=0(t + j)s+1

, rn =
∞∑
t=1

Rn(t)

と定めると，各 nに対し rn ∈ Q+Qζ(3) +Qζ(5) + · · ·+Qζ(s)

▶ 事実 ζ(3) /∈ Q.

▶ 予想 ∀s ∈ 2N+ 1に対し，ζ(5), ζ(7), ..., ζ(s)はすべて無理数．
▶ 予想 ∀s ∈ 2N+ 1に対し，ζ(s)も ζ(s)

πs
もすべて無理数.



GeoGebra files ご紹介


